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Bases de la modélisation et de la commande des
robots-manipulateurs de type série

Wisama KHALIL et Etienne DOMBRE

Ce document constitue un support de cours (undaiimgd'heures) pour des étudiants en Master &cele
d'Ingénieurs qui cherchent a acquérir les basek daodélisation, de la génération de mouvementeetad
commande des robots manipulateurs de type sé&igoliveront dans [Khalil 02] une présentation giospléte
de ces domaines, notamment pour traiter les r@botsine complexe et les robots paralléles, pantifier les
parameétres de ces modeles ou pour introduire desres de commande en position et en effort avancés.

1. Modélisation
1.1 Introduction

La conception et la commande des robots nécesktentcul de certains modéeles mathématiquesqteds

—les modéles de transformation entre I'espace apenal (dans lequel est définie la situation degbme
terminal) et I'espace articulaire (dans lequebiésinie la configuration du robot). On distingue :
- les modéles géométriques direct et inverse quiilmgnt la situation de l'organe terminal en foncii@s
variables articulaires du mécanisme et inversement
- les modéles cinématiques direct et inverse quiimant la vitesse de l'organe terminal en foncties d
vitesses articulaires et inversement ;

— les modeles dynamiques définissant les équatiomsalivement du robot, qui permettent d'établir &ations
entre les couples ou forces exercés par les aetimanet les positions, vitesses et accélératiorss de
articulations.

On présente dans ce chapitre quelques méthodegttemind'établir ces modéles. On se limitera audeas
robots a structure ouverte simple. Pour les rohassructure complexe, arborescente ou fermée, roroie le
lecteur a [Khalil 02].

Le formalisme mathematique fait appel aux matrigedransformation homogenes de dimension (4x4). La
matrice homogendj représente la transformation permettant de passegpére Rau repére R

_ iA: ip: is in: ig 1P
'Tj:[ i J}:|: 5Ny J} (1]
0 001 0 0 01

ou iq, inj etiaj- désignent respectivement les vecteurs unitairesusiles axes;, yj etz du repereR; exprimes
dans le repéreRet ouin est le vecteur exprimant l'origine du repByedans le repere;RLes vecteuriﬁ, inj,
iaj- de la matrice d'orientatidAj sont les cosinus directeurs.

1.2. Modélisation géométrique
1.2.1.Description géométrique

La modélisation des robots de facon systématiquaueimatique exige une méthode adéquate pour la
description de leur morphologie. Plusieurs méthoetesotations ont été proposées [Denavit 55], [Bdf],
[Renaud 75], [Khalil 76], [Borrel 79], [Craig 86La plus répandue est celle de Denavit-Hartenbeen§it
55]. Mais cette méthode, développée pour des anexbuvertes simples, présente des ambiguitégilelis est
appliquée sur des robots ayant des structures ésrrog@ arborescentes. C'est pourquoi, nous précsniso
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notation de Khalil et Kleinfinger qui permet la ddaption homogéne, et avec un nombre minimum de
paramétres, des architectures ouvertes simplesgilexes de systémes mécaniques articulés [Kiglil 8

Une structure ouverte simple est composée de nrdsamtés G, ..., G, et de n articulations. Le corpg C
désigne la base du robot et le corpsleCcorps qui porte l'organe terminal. L'articudatij connecte le corpsjC
au corps ¢ (figure 1). La méthode de description est fondédes regles et conventions suivantes :

_ les corps sont supposés parfaitement rigidesofis@nnectés par des articulations considéréemeadgales
(pas de jeu mécanique, pas d'élasticité), soitde) soit prismatiques ;

— lerepere Rest lié au corp€; ;
— l'axez; est porté par I'axe de l'articulation j ;

—laxe x; est porté par la perpendiculaire commune aux axetzj+;. Si les axeg; etzj,; sont paralleles ou
colinéaires, le choix dg n'est pas unique : des considérations de synwétréee simplicité permettent alors un
choix rationnel.

Le passage du repérg.Rau repére Rs'exprime en fonction des quatre parametres gégueés suivants
(figure 2) :
* 0j : angle entre les axes; etz correspondant a une rotation autouxge;
* d; . distance entrg.; etz le long dex;.; ;
* 6; : angle entre les axeg; etxj correspondant a une rotation autouezgde
« 1j : distance entrgj.; etx; le long dez.

Figure 2. Paramétres géométriques dans le cas d'une strucuwverte simple
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La variable articulaire joassociée a | articulation est soi;, soit j, selon que cette articulation est de
type rotoide ou prismatique, ce qui se traduitipaelation :

g =0j 8 +0jr 2]

avec :

* 0 = 0 si l'articulation j est rotoide ;

* 0j = 1 si l'articulation j est prismatique ;
. 6’j =1 —O'j.

La matrice de transformation définissant le refp&reéans le repere;R est donnee par (figure 2) :

i'lTj = Rot(x, aj) Trans(x, dj) Rot(z, 6;) Trans(z, r;)

c - 0 d

CC(J'SGJ' CC(J'CBJ' —SJ(J' —I’jSC(j

SC(J'SGJ' SC(J'CBJ' CC(J' I‘jCC(j
0 0 0 1

ou Rot(u, a) et Trans(u, d) sont des matrices de transformatimmogéene (4x4) représentant respectivement
une rotatioro autour de I'ax@ et une translation d le long de

REMARQUES -

— pour la définition du repére de référencg R choix le plus simple consiste a prendgcBnfondu avec le
repére R quand g = 0, ce qui signifie queg est confondu aveg; et Og = O, lorsque l'articulation 1 est
rotoide, etzg est confondu aver; et xg est parallele &, lorsque l'articulation 1 est prismatique. Ce cheind
les parametres; et d; nuls ;

— de méme, on définit I'axg, du repére Rcomme étant colinéairex@_1 lorsque ¢ =0 ;

— pour une articulation j prismatique, I'ageest paralléle a I'axe de l'articulation mais laifion de cet axe dans
I'espace peut étre quelconque : on le place dotelldesorte quejcu d+1 soit nul ;

— lorsquez; est parallele 1, on placex; de telle sorte qug ou fj.+1 soit nul ;

— en pratique, le vecteur des variables articulajrest donné par :
g=dc*do
ou qg représente un décalage ("offset"jjgsont les variables codeurs.

EXEMPLE 1. — Description de la géométrie du robot StaBixi90 (figure 3). La cinématique du porteur est de
type anthropomorphe RRR et le poignet comportes troiations d'axes concourants, équivalentes aatoke.
D'un point de vue méthodologique, on place d'alesxes; sur les axes articulaires, puis les axeselon les
regles énoncées précédemment. On détermine efesiifmrametres géométriques du robot. Le placedest
repéres est indiqué sur la figure 3 et les par@sétéométriques sont donnés dans le tableau 1.
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IR

X4: X5, Xg
_>

RL4

X
V>3

Figure 3. Placement des repéres et notations pour le rokitsi RX-90

j gj a; dj 9 T
1 0 0 0 01 0
2 0 /2 0 0, 0
3 0 0 D3 |63 0
4 0 /2 |0 04 RL4
5 0 /2 0 65 0
6 0 /2 |0 05 0

Tableau 1.Parametres géométriques du robot Staubli RX-90

1.2.2.Modéle géométrique direct

Le modéle géométrique direct (MGD) est I'ensemids kklations qui permettent d'exprimer la situatien
l'organe terminal, c'est-a-dire les coordonnéesratiphnelles du robot, en fonction de ses coordesné
articulaires. Dans le cas d'une chaine ouvertelsjriipeut étre représenté par la matrice de toamstionOT , :

0T =0T 1(qp) 1T2(q) ... T n(an)
Le modéle géométrique direct du robot peut aussiréprésenté par la relation :

X =f(q)

g étant le vecteur des variables articulaires tel:que

g=[m %..wl"

Les coordonnées opérationnelles sont définies par :

X= [Xl X ... Xm]T

OTh:

(4]

(5]

(6]

[7]

Plusieurs possibilités existent pour la définitaun vecteurX. Par exemple, avec les éléments de la matrice
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X=Pk R B, sx § s ncnyn & g a (8]

ou bien, sachant que= nxa:
X=[Pk B L nc n, 0, & g gl [9]

Pour les rotations, d'autres représentations snmamment utilisées comme les angles d'Euler,rigkes de
Roulis-Tangage-Lacet (RTL) ou les parametres diE(deaternions). On peut facilement passer desgssi
directeurss, n, a a l'une quelconque de ces représentations etsewvent [Khalil 02].

EXEMPLE 2. — Modele géométrique direct du robot Staubli-$0X(figure 3). A partir du tableau 1, la relation
[3] permet d'écrire les matrices de transformaédﬁmentaireé‘lTj. Le produit®Tg de ces matrices a pour
composantes :

s, = C1(C23(C4C5C6 — S4S6) — S23S5C6) — S1(SAC5CASEL
s, = S1(C23(C4C5C6 — S4S6) — S23S5C6) + C1(S4C5CESEL
s, = S23(C4C5C6 — S4S6) + C23S5C6

ny = C1(— C23 (CAC5S6 + S4CB) + S23S5S6) + S1(S4CTSACE)
ny = S1(~ C23 (C4C5S6 + S4C6) + S23S556) — C1(S4CHSACH)
n, = — S23(C4C5S6 + S4C6) — C23S5S6

a, = — C1(C23C4S5 + S23C5) + S1S4S5

a = — S1(C23CA4S5 + S23C5) — C1S4S5

a, = — S$23C4S5 + C23C5

P, = — C1(S23 RL4 — C2D3)

P, = — S1(S23 RL4 — C2D3)

P, = C23 RL4 + S2D3

avec C23 = coPp+03) et S23 = sind,+063).

1.2.3.Modele géométrique inverse

On a vu que le modele géométrique direct d'un rpleotnettait de calculer les coordonnées opératilamne
donnant la situation de I'organe terminal en famcties coordonnées articulaires. Le probléeme ieverssiste a
calculer les coordonnées articulaires correspondanhe situation donnée de l'organe terminal. Ldedle
existe, la forme explicite qui donne toutes lesisohs possibles (il y a rarement unicité de sohjticonstitue ce
gue I'on appelle le modéle géométrique inverse (MGh peut distinguer trois méthodes de calcul dBil M

— la méthode de Paul [Paul 81] qui traite séparémieaue cas particulier et convient pour la plugeg robots
industriels ;

— la méthode de Pieper [Pieper 68] qui permet deud¥sole probléme pour les robots a six degrésluaté
possédant trois articulations rotoides d'axes amacs ou trois articulations prismatiques ;

—la méthode générale de Raghavan et Roth [Ragha®pnd®nnant la solution générale des robots a six
articulations a partir d'un polynéme de degré as glgal a 16.

Lorsqu'il n'est pas possible de trouver une forn@igte du modéle géométrique inverse, on peutiudat
une solution particuliere par des procédures nuués [Pieper 68], [Whitney 69], [Fournier 80],
[Featherstone 83], [Wolovich 84], [Goldenberg 8&ciavicco 86]. On ne présente dans ce paragrapbdaq
méthode de Paul, celles de Pieper et de RaghaRuotlegtant détaillées dans [Khalil 02].
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1.2.3.1 Position du probleme

Soit fTgd la matrice de transformation homogéne représergasituation désirée du repére outit Bar
rapport au repére atelieg.®ans le cas général, on peut exprifiied sous la forme :

Ted=20T(9) E (10]

expression dans laquelle (figure 4) :
« Z est la matrice de transformation définissanttlzasion du robot (repéregRdans le repere atelier ;

« 0T, est la matrice de transformation du repére ternipalans le repére R fonction du vecteur des variables
articulairesq ;

« E est la matrice de transformation définissant p&re outil R dans le repére terminahR

Lorsque n> 6, on peut écrire la relation suivante en regratiplans le membre de droite tous les termes
connus :

OTn(a) =z 1 TedE? (11]

Lorsque n < 6, l'espace opérationnel du robotestimension inférieure a six. Il n‘est pas possitd faire
coincider le repére outil Ravec un repére g8 décrivant la tache sauf lorsque les repérgseRR:d sont
conditionnés de facon bien particuliére pour s'sefapu nombre insuffisant de degrés de libertétiderament,
au lieu d'amener le repéregRur le repére B, on cherchera a faire coincider entre eux des efitsm
géométriques liés a ces repéres (points, droites).

Dans le calcul du MG, trois cas se présentent :

— a) absence de solution lorsque la situation désisten dehors de la zone accessible du robote-Cedist
limitée par le nombre de degrés de liberté, leatiéiments articulaires et la dimension des segments

— b) infinité de solutions lorsque :
- le robot est redondant vis-a-vis de la tache ;
- le robot se trouve dans certaines configuratiomguieres ;

—¢) solutions en nombre fini, exprimées par un emgentde vecteurs !, ..., g'}. On dit qu'un robot
manipulateur est résoluble [Pieper 68], [Roth T8kdu'il est possible de calculer toutes les condiions
permettant d'atteindre une situation donnée. Adjbur, tous les manipulateurs série ayant jusqu'degrés
de liberté et qui ne sont pas redondants peuventéhsidérés comme résolubles [Lee 88], [Raghf@0hrLe
nombre de solutions dépend de l'architecture datnatanipulateur.

Figure 4. Transformations entre I'organe terminal et le repatelier
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1.2.3.2.Principe de la méthode de Paul

Considérons un robot manipulateur dont la matre¢ransformation homogéne a pour expression :
0T =0T 1(qp) 1T2(q) ... T n(an) [12]
SoitUg la situation désirée telle que

Sk Ny & Px

P
o] IR a3
S Ny Py

0 001

On cherche a résoudre le systéme d'équations $uivan

Ug =T 1(ap) 1T2(a) ... "1Tn(an) [14]

Pour trouver les solutions de I'équation [14], PfRhul 81] a proposé une méthode qui consiste a
prémultiplier successivement les deux membresédedtion [14] par les matricé‘Ej_l pour j variant de 1 a n-1,
opérations qui permettent d'isoler et d'identifiene aprés l'autre les variables articulaires lprerecherche.
Pour un robot a six degrés de liberté par exengpiggrocéde comme suit :

— multiplication & gauche de I'expression [14] pBg :
MoUp=1T22T33T4%T5°Ts [15]

Le terme de droite est fonction des variablgs g, ¢. Le terme de gauche n'est fonction que des él&éndent
Ug et de la variableg;

— identification terme a terme des deux membresédgdition [15]. On se ramene a un systéme d'une alieulx
équations fonction dejquniquement, dont la structure appartient a un fygeiculier parmi une dizaine de
types possibles ;

— multiplication & gauche de I'expression [15] pBy et calcul de g

La succession des équations permettant le caldaiuseles fest la suivante :

Uo =0T11T2213374415°Tg

ToUp =1T22T33T4 4T5%Te

2T1 o U =2T33T44T55Ts [16]
3T2 2T1 lTQ UO = 3T4 4T5 5T6

4T3 3T2 2T1 lTQ UO = 4T55T6

5T4 4T3 3T2 2T1 lTQ UO = 5T6

les éléments des deuxiémes membres ayant déjalét#és lors du calcul du MGD :
Uj =ITe=1Tj:1 Uja [17]

L'utilisation de la méthode sur un grand nombrerat®ots industriels a permis de constater que lpssty
d'équations rencontrés sont peu nombreux et querémolution méme si elle nécessite parfois quelque
développements reste cependant relativement siikpédil 02].

REMARQUES -

1) Lorsqu'un robot posséde plus de six degrésbeetdi, le systéme a résoudre contient plus d'incesique de
parameétres décrivant la tache : il manque (n—@licels. Deux stratégies sont possibles :
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— la premiére consiste a fixer (n—6) articulations €& ramene alors au probleme a six degrés deélides
choix de ces articulations est dicté par les spétibns de la tache et par la morphologie du roBot peut
ensuite reconfigurer le robot autour des valeurterales en vue de satisfaire des critéeres d'optimisa
supplémentaires [Chevallereau 88a] ;

— la deuxiéme stratégie consiste a introduire (ne@tions supplémentaires décrivant la redondarmane par
exemple dans [Hollerbach 84b] pour des robots adegprés de liberté.

2) Lorsque le robot posséde moins de six degréibeidé, il ne peut pas donner a son organe tetmimaporte
quelles positions et orientations. |l n'est passiids d'amener le repére terminat Bur un autre repéreg®
désiré sauf si certains éléments@gd sont imposés de facon & compenser le nombre ismsotffde degrés de
liberté. Sinon, on est amené a réduire le nombégudtions en ne considérant que certains éléments
géomeétriques liés aux repéres & Rd.

EXEMPLE 3. — Modéle géométrique inverse du robot Staulsi9R. Tous calculs faits, on obtient les solutions
suivantes :

0, = atan2(R, R
L & R [18.1]
01=01+T11
0, = atan2(S2, C2) [18.2]
avec :
YZ —eXA\IX2+Y2-22
C2= X2 + Y2
avee=+1
S92 XZ +eY X2+ Y27
- X2+ Y2
X=-2RD3
Y =-2B1D3
Z = (RL4YZ — (D3¢ - (P)2 - (B1Y
B1=RCl+RS1
—-PzS2-B1C2+D3-B1S2+PzC
84 = atan2[S1a-Clg, —C23(Cla+S13)-S233]
.o [18.4]
04=04+T1
05 = atan2(S5, C5) [18.5]
avec :
S5 =—-C4[C23 (Cl,ar S1 §) + S23g] + S4 (S1 a—C1 §)
C5=-S23(Cl,a+ S1g) +C23 3
Bg = atan2(S6, C6) [18.6]

avec :

S6 = C4 (Sl,s- Cl§)— S4[C23 (Cl,s+ Sl §) + S23 g
C6 =—C4 (S1p-ClR) - S4[C23 (CLp+ S §) + S23 5]

REMARQUES.—

1) Positions singuliéres
i) lorsque R=Py=0, ce qui correspond a S23RL4-C2D3=0, le poips©trouve sur I'axg (figure 5a).
Les deux arguments utilisés pour le calcuBgsont nuls et de ce faRl; est indéterminé. On peut fixer
01 a une valeur quelconque, généralement la valeuladeosition courante, ou selon des critéres

d'optimisation comme [I'éloignement des butées mues des articulations. Ceci veut dire que I'on
peut toujours trouver une solution, mais il se pats qu'un petit changement de la situation désir
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demande une variation importante @gimpossible a réaliser compte tenu des limites itzsse et
accélération des actionneurs ;

ii) lorsque C23(Cla-S1g)+S233=Hy=0 et Slax—Clay=}#0, la fonction atan2 utilisée pour calculer
04 a ses deux arguments nuls et est donc indéterm@&t configuration advient lorsque les axes 4 et
6 sont confondus (@=t1) et c'est la somm@4+6g qui intervient (figure 5b). On peut fixély a sa
valeur courante, puis on calculg en fonction de cette valeur. On peut aussi caldekevaleurs dé,
etBg qui éloignent les articulations 4 et 6 de leurgbs ;

iii) une troisiéme position singuliere lorsque C3sd#¥a mise en évidence avec le modéle cinématique.
Cette singularité ne pose pas de probléme pouptEla géométrique inverse (figure 5c).

2) Nombre de solutions : en dehors des singulari@sobot Staubli RX-90 présente huit configurasio
théoriques pour le MGI (produit du nombre de sohsi possibles sur chaque axe). Certaines de ces
configurations peuvent ne pas étre accessibleaseaes limites articulaires.

a) Singularité d'épaule b) Singulariké poignet (S5=0)
(I}:Py:O ou S23RL4-C2D3=0)

22 Z3 Z5

¢) Singularité du coude (C3=0)

Figure 5. Positions singuliéres du robot Staubli RX-90
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1.3. Modélisation cinématique
1.3.1.Modéle cinématique direct

Le modéle cinématique direct d'un robot manipulaticrit les vitesses des coordonnées opérati@meti
fonction des vitesses articulaires. Il est noté :

X=J() 4 (19]

ou J(q) désigne la matrice jacobienne de dimension (mcun)mécanisme, egale%a et fonction de la

configuration articulairg). La méme matrice jacobienne intervient dans leutalu modéle différentiel direct qui
donne les variations élémentaidds des coordonnées opérationnelles en fonction désstizars élémentaires des
coordonnées articulairels], soit :

dX = J(q) dg [20]

L'intérét de la matrice jacobienne est multiple iy 69], [Paul 81] :

—elle est a la base du modéle différentiel invepgrmettant de calculer une solution locale desabées
articulairesg connaissant les coordonnées opérationnillgs

— en statique, on utilise le jacobien pour établiréation liant les efforts exercés par l'organenteal sur
I'environnement aux forces et couples des actiasneu

— elle facilite le calcul des singularités et de Imehsion de I'espace opérationnel accessible dot [@orrel
86], [Wenger 89].
1.3.1.1.Calcul de la matrice jacobienne par dérivation dGD

Le calcul de la matrice jacobienne peut se fairdéivant le MGD X =1f(q), a partir de la relation suivante :
Ji="%q i=1,...,m;j=1,...,n [21]

ou Jj est I'élément (i, j) de la matrice jacobierdne

Cette méthode est facile a mettre en ceuvre pourtess a deux ou trois degrés de liberté commmedetre
I'exemple suivant. Le calcul de la matrice jacob&ninématique présenté au § 1.3.1.2 est plugjpmpour les
robots ayant plus de trois degrés de liberté.

EXEMPLE 4. — Soit le robot plan & trois degrés de libeféées rotoides paralleles représenté sur la figuen
note L1, L2 et L3 les longueurs des segments. @isiticomme coordonnées opérationnelles les cooks

(Px, Py) du point E dans le plaxd, yo) et I'anglea du dernier segment avec I'axg:

Pck=C1L1+Cl1l2L2+ C123L3
Py=S1L1+812L2+S123L3

0=01+6,+03
La matrice jacobienne est calculée en dérivantrogsrelations par rapportéd, 62 et63 :

—-S1L1-S12L.2-S123L3 -S12L.2-S123L3 -S1231.3
J=| CI1L1+C12L2+C123L3 C12L2+C123L3 C123L
1 1 1

1.3.1.2.Matrice jacobienne cinématique

On peut obtenir la matrice jacobienne par une nuethde calcul direct, fondée sur la relation eng® |
vecteurs des vitesses de translation et de rotsi@iuy, du repére R et les vitesses articulairgs
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[22]

X0

Figure 6. Exemple d'un robot plan a trois degrés de liberté

On note qué/,, est la dérivée par rapport au temps du ved®guEn revanchew, n'est pas la dérivée d'une
représentation quelconque de l'orientation.

L'expression du jacobien est identique si I'on m@re la relation entre les vecteurs de translatible
rotation différentiellesdP,, 8,) du repére Ret les différentielles des coordonnées articusalce:

dP,
[ 5. J=Jndq [23]

i) Calcul du jacobien cinématique

Considérons la®articulation d'une chaine articulée. La vitegseduit sur le repére terminal,Ra vitesse
de translatiorVy , et la vitesse de rotatian n. On rappelle quey est le vecteur unitaire porté par I'azede
l'articulation k et on désigne paj k le vecteur d'origine Pet d'extrémité @ En appliquant le théoréme de
composition des vitesses, les vitesses de tramslatide rotation du repére terminal s'écrivent :

n n _ )
Vn= X Vin= X[0kax+0k(axXLkn)]
k=1 k=1

n n_ _ [24]
Oh = X 0xn= X Okdk Ok
k=1 k=1
En mettant ce systéme sous forme matricielle éidemtifiant a la relation [22], on déduit que :
0181+01(gXL 1) ... Opan+on(@xXLnp)
In= B _ [25]
o011 Onp an

En général, on exprim¥, et w, soit dans le repére Rsoit dans le repéregRLa matrice jacobienne
correspondante est notBg, ou 9J,, respectivement. Ces matrices peuvent aussi éizaléas en utilisant une
matrice'J,, i =0, ..., n, grace a la relation de transforamatle la matrice jacobienne entre repéres suivante

)y = i 0 iJ [26]
n=— 03 SAi n
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0U %A est la matrice d'orientation, de dimension (3&B)repére Rexprimée dans le repérg.R

La matrice®J, peut donc étre décomposée en deux matrices, laigreegtant toujours de rang plein. Les
deux matrices], et 8J,, ayant les mémes positions singuliéres, on chercaigpement a utiliser le repére de

projection R qui simplifie les éléments de la matrigy. En général, on obtient la matritk, la plus simple
lorsque I'on prend i = [partie entiere de n/2].

i) Calcul de la matriceJ,,

En remarquant que le produit vectordgkL  ,, peut se transform%en’ék Ly la KKMe colonne déJ,, notée
i ; .
in:k devient :

, O fay + Ty 'AKKEy KLy
i —
Ink=

. [27]
Ok 'ak
En développant et en notant diag = [0 0 1] et quékLy , =Py, on obtient :
Ok 'a + O (—KPrny s+ KPyy Ini)
Tnk = _ [28]
Ok 'ak
oukPy, etkPy sont respectivement les composantes x et y duweidg.
De facon analogue, l&R€colonne déJ, s'écrit également :
) Oy 'ay + Gy 'y (Pr—Py)
Tk = . [29]
Ok 'ak

Lorsque i = 0, les éléments de la colonne k domags’'équation [29] s'obtiennent a partir de ceexld
matrice®T et du vecteuPP,,. On doit donc calculer les matric®g,, k=1, ..., n.

EXEMPLE 5. — Calcul du jacobieRJg du robot Stiubli RX-90. La colonne k de la matrfdg d'un robot
manipulateur a six degrés de liberté de type 6Rit'é

i _kPGy 35 + kPgy 3nie
6K=

Say
On en déduit :
— 0 _RL4+S3D3 —-RL4 0 O 0 T
0 C3D3 0 0 O 0
, S23 RL4—C2D3 0 0 0 O 0
Jo = S23 0 0O 0 S4 -S5C4
c23 0 0 1 0 Cs5
| 0 1 1 0 C4 S5S54_

% La matrice antisymétriqu?e dupréproduit vectoriekst définie par :
0 -& g
a=| & 0 -&
_q/ aX 0
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1.3.1.3.Décomposition de la matrice jacobienne en troisrioes

Avec la relation [26], nous avons montré que lariva®l,, pouvait étre décomposée en deux matrices, la
premiére étant toujours de rang plein et la deugi®@antenant des éléments simples. Renaud [Rendi]da80
montré que l'on peut aussi décomposer la matragbjanne en trois matrices : les deux premiérestsajours
de rang plein et leur inversion est immédiatetrdésieme est du méme rang cfig, mais contient des éléments
beaucoup plus simples. On obtient [Khalil 02] :

*Aj O3 Iy <l |
Sn { } ST g [30]
03 SAi 03 |3

les éléments de I€&Recolonne déJn,j s'exprimant dans le repérgd la fagon suivante :

) Ok 'a + O (<P 'sc + KPy, i)
IJn,j;kz o [31]
Ok 'ak

1.3.1.4.Dimension de I'espace opérationnel d'un robot

Pour une configuration articulaicedonnée, le rang r de la matrice jacobieldiaenotéel dans la suite pour
simplifier les notations, correspond au nombre @gréls de liberté du repére associé a I'organertakniii définit
la dimension de I'espace opérationnel accessilvle cigtte configuration. On appelle nombre de dedgdiberté
M de l'espace opérationnel d'un robot, le rang makin,ax que prend la matrice jacobienne dans toutes les
configurations possibles. Deux cas sont a exanfieeria 84] :

— si M est égal au nombre de degrés de liberté N du (@gai & n dans le cas des robots en chaine sira@e o
structure arborescente), le robot est non redondbpbssede juste le nombre d'articulations kiirpettant de
donner le nombre M de degrés de liberté a son ertgaminal ;

—si N>M, le robot est redondant d'ordre (N-M). Ibpibse de plus d'articulations qu'il n'en faut paamner le
nombre M de degrés de liberté a son organe terminal

Que ce soit dans I'un ou dans l'autre cas, potaines configurations articulaires, il se peut bueang r soit
inférieur & M : on dit que le robot posséde smgularité d'ordre (M—r). Il perd alors localement la poggé
d'engendrer une vitesse le long ou autour de ceralirections. Lorsque la matridgest carrée, les singularités
d'ordre un sont solution de dBtt0 ou det)) désigne le déterminant de la matrice jacobienneotot. Elles
sont données par dé#(")=0 dans le cas redondant.

On vérifiera a partir des résultats obtenus daxemple 5 que pour le robot manipulateur StaubkIXle
déterminant déJg s'écrit :

det@Jg) = — C3 D3 RL4 S5 (S23 RL4 — C2 D3)

Le rang maximal est tel qugg=6. Le robot est non redondant puisqu'il compoitedegrés de liberté.
Cependant, ce rang est égal a cinq dans les tofgyarations singulieres suivantes (voir figure 5)

C3=0
S23RL4-C2D3=0
S5=0

1.3.2.Modéle cinématique inverse

L'objectif du modéle cinématique inverse est dewdal, a partir d'une configuratiandonnée, les vitesses
articulairesq qui assurent au repére terminal une vitesse dpgnafle X imposée. Cette définition est analogue
a celle du modéle différentiel inverse: ce dernparmet de déterminer la différentielle articulailg
correspondant a une différentielle des coordonr@@srationnellesdX spécifiée. Pour obtenir le modéle
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cinématique inverse, on inverse le modéle cinématijrect en résolvant un systeme d'équationsitesd._a
mise en ceuvre peut étre faite de facon analytigusumnérique :

— la solution analytique a pour avantage de dimire@rsidérablement le nombre d'opérations, mais din do
traiter séparément tous les cas singuliers [Chenesll 87] ;

— les méthodes numériques sont plus générales, sar@handue étant fondée sur la notion de pseudosav
les algorithmes traitent de fagon unifiée les éaglliers, singuliers et redondants. Elles nécedsite temps de
calcul relativement important.

Nous présentons dans ce paragraphe les techniquestr@ en ceuvre pour établir un modéle cinématique
inverse dans les cas réguliers, singuliers et rdalus.
1.3.2.1.Forme générale du modéle cinématique

SoitX = [XpT X,"]" une représentation quelconque dans le repgmeRa situation du repére,®Rxé aun
solide, les elementx, et X, désignant respectivement la position et 'orieatatperationnelles du solide. Les
relations entre les vitess¥g et X; et les vecteurs vitess@,, et %y, du repére Rsont telles que :

Sl allo. 7% o [32]

X, th th

les matriceQ, et Q, dépendant de la représentation choisie respectiviepoair la position et pour l'orientation
[Khalil 02].

Partant des équations [22], [30] et [32], le moadéh&matique direct a pour forme générale :

Q, 0 0A: O _if

. p Y3 i Y3 | L .

x{ M . } AT [33]
03 Q 03 “Ai ]l 03 I3

ou, sous forme condensée :
X=Jg [34]

1.3.2.2.Modele cinématique inverse dans le cas régulier

Dans ce cas, la matrice jacobierhest carrée d'ordre n et son déterminant est nbriaunéthode la plus
générale consiste a calculkt, la matrice inverse d& qui permet de déterminer les vitesses articula@jrgsice
a la relation :

q=J1x [35]

Lorsque la matricd a la forme suivante :

2] .

=l g ¢ (36]
les matriced\ etC étant carrées inversibles, il est facile de maormjte l'inverse de cette matrice s'écrit :
J1 [ A 0 } 37

- —c1Bal ¢t (37]

La résolution du probleme se ramene donc a limwersbeaucoup plus simple, de deux matrices de
dimension moindre. Lorsque le robot manipulatelsspde six degrés de liberté et un poignet de tfder la
forme générale dé est celle de la relation [36}, etC étant de dimension (3x3) [Gorla 84].
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EXEMPLE 6. — Calcul de la matrice jacobienne inverse dwtananipulateur Staubli RX-90. Le jacobigly a
été calculé dans I'exemple 5. Le calcul des ingetled et deC donne respectivement :

0 0 V1 V4 1 -V5
Al= 0 V3 0 |cl=| sS4 o0 c4
~1/RL4 V2V3/RL4 O ~C4/S5 0 S4/S5
avec :
1

V1=3533R14_-C2D3
V2 = —RL4 + S3D3

1
V3 =C3D3
V4 = C4 cotgb
V5 = S4 cotgb

En utilisant la formule [37], on obtient :

— 0 0 Vi 0 0 0
0 V3 0 0
3J6'1 _ -1/RL4 V2V3/RL4 0 0
—S4C5Vv7 V5V6 V8 V4 1 -V5
C4/RL4 —C4V6 —-S23S4V1 S4 0 C4
L S4v7 —S4V6/S5 S23C4V1/S5 —-C4/S5 0 S4/395
avec :
V6 =038F§|_4
1
V7 =SBRLZ

V8 = (-S23V4 — C23)V1

1.3.2.3.Solution au voisinage des positions singulieres

On a vu que lorsque le robot est non redondansitegilarités d'ordre un sont solution de d)etQ. Dans le
cas redondant, elles sont données paddBtt0. Les singularités d'ordre supérieur sont déte¥es a partir des
configurations singuliéres d'ordre un. Le passageoésinage d'une position singuliere est cependétgrminé
de facon plus précise en considérant les valeurgulséres : la décroissance d'une ou plusieursuxsle
singulieres est généralement plus significative cplile du déterminant.

En une configuration singuliére donnée, le vectdtesseX est constitué en général d'un ensemble de
composantes formant un vecteur de l'espace inf@flede J, et d'un vecteur orthogonal de composantes
dégénérées appartenant J&))U; il n'existe pas de vitesse articulaire qui paissngendrer une vitesse
opérationnelle suivant cette derniére directioncagemodeéle cinématique inverse. Au voisinage destipns
singuliéres, l'utilisation du modéle cinématiqueverse classique peut donner des vitesses artiesilair
importantes, incompatibles avec les caractéristigigs actionneurs.

Pour éviter les singularités, une solution consistigmenter le nombre de degrés de liberté dumséca
[Hollerbach 84b], [Luh 85]. Le robot devient redamd et avec un critére approprié, il est possikleléterminer
un mouvement hors singularité. Il existe cependkas singularités inévitables [Baillieul 84] qui deit étre
prises en compte par le concepteur de la commande.

Il est courant d'utiliser la pseudo-invetSede la matrice) :
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q=J"X [38]

Cette solution, proposée par Whitney [Whitney §@jhitney 72], minimise la norme euclidienné I et la
norme de l'erreurq| —Jg|B. Dans une configuration singuliére, on distingeedeux cas particuliers suivants :

« X appartient uniquement &J). Alors, la solution [38] est exacte et I'errest pulle bien que l'invers&? ne
soit pas définie ;
« X appartient uniquement&J)". Alors, la solution [38] donné = 0.

1.3.2.4. Modéle cinématique inverse des robotsnéalats

Un robot manipulateur est redondant lorsqu'il pdesplus de degrés de liberté N que la dimension de
I'espace opérationnel de I'organe terminal M. ibtexdonc une infinité de solutions articulairesip@aliser une
tache donnée. Les modéles géométrique et cinéreatigarses ont dans ce cas une infinité de sokitidiou la
possibilité de choisir la solution qui satisfaisdmntraintes d'optimisation supplémentaires tejles:

— contournement d'obstacles [Maciejewski 85], [Bailli86] ;

— évitement des configurations singulieres [Yoshik@&4g;

— éloignement des butées articulaires [Fournier [B0&in 84] ;

— répartition des efforts aux articulations [Baillié4], [Hollerbach 85].

Pour un tel mécanisme, la matrigeest de dimension (mxn) avec n>m, en supposantiegueoordonnées
articulaires et opérationnelles utilisées soiedgpendantes (n=N, m=M). Plusieurs méthodes deutésoldu
systéme [34] sont envisageables. Une solution iglassconsiste a utiliser une pseudo-inverse aveteume
d'optimisation. La solution générale du systemgudiéons linéaires [34] s'écrit :

G=J"X+(1,-JJ2Z [39]
ouJ* désigne la pseudo-inverse det oUZ représente un vecteur arbitraire de dimension)(nx1

Le second terme du membre de droite, appelé soliitonogéne ou terme d'optimisation, appartient au
noyau deJ et n'affecte pas la valeur de Il peut étre utilisé pour satisfaire des contesnd'optimisation
supplémentaires. So(q) une fonction scalaire définie positive de I'é@adu mécanisme et sdilg le gradient
de cette fonction eq. On montre que le choix d&=al entraine la décroissance de la fonctpfe) poura<0
et provoque la croissance de cette fonction poil). La solution s'écrit alors :

g=J"X+a(,-J"J) Op [40]
avec .
_; 99 op T

Le coefficienta permet de trouver un compromis entre les objedlifs minimisation de |fj |P et
d'optimisation dep(q). Plusieurs choix sont possibles pour le crit€mptimisation comme I'éloignement des
butées ou lI'augmentation de la manipulabilité.

Une autre approche consiste a ajouter au vectewodelonnées opérationnell¥sun vecteur de (n—m)
coordonnées supplémentaires linéairement indéptealamtre elles [Baillieul 85], [Chang 86], [NeneHg2].
Ces relations peuvent traduire soit des contraiptegsiques sur le robot, soit des contraintes li&eson
environnement ou tout simplement des relationsatifférentes positions articulaires du robot.
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1.4. Modélisation dynamique

Le modele dynamique est la relation entre les @asugkt/ou forces) appliqués aux actionneurs et les
positions, vitesses et accélérations articulalBesreprésente le modeéle dynamique par une reldéda forme :

r=1(g, . 4 7o [42]

avec :

« [ : vecteur des couples/forces des actionneursy sgle l'articulation est rotoide ou prismatiquen®ka suite,
on écrira tout simplemegbuples,

* g : vecteur des positions articulaires ;

« ( : vecteur des vitesses articulaires ;

« §j : vecteur des accélérations articulaires ;

« fo : vecteur représentant I'effort extérieur (foreemoments) qu'exerce le robot sur I'environnement.

On convient d'appelemodéle dynamique inverseu tout simplementmodele dynamiquda relation de la
forme [42].

Le modéle dynamique direest celui qui exprime les accélérations articakien fonction des positions,
vitesses et couples des articulations. Il est akpedsenté par la relation :

G=9(q.q,T, ) (43]

Parmi les applications du modéle dynamique, on piert :
— la simulation, qui utilise le modéle dynamique dirg
— le dimensionnement des actionneurs [Chedmail S@jtonjak 86] ;
— l'identification des paramétres inertiels et dempeetres de frottement du robot [Khalil 02] ;
— la commande, qui utilise le modéle dynamique ineefishalil 02].

Plusieurs formalismes ont été utilisés pour obtlenmodéle dynamique des robots [Renaud 75], [Eofl ],
[Vukobratovic 82]. Les formalismes les plus souvetiltsés sont :
a) le formalisme de Lagrange [Uicker 69], [Khald]/[Renaud 80a], [Hollerbach 80], [Paul 81], [Magd 84],
[Renaud 85] ;
b) le formalisme de Newton-Euler [Hooker 65], [Atnamg 79], [Luh 80], [Orin 79], [Khalil 85], [Khosl 86],
[Khalil 87], [Renaud 87].

On présente dans ce paragraphe ces deux formaligmesles robots a chaine ouverte simple (pour les
robots a chaine complexe, voir [Khalil 02]). On lgoede également le probleme de la détermination des
parametres inertiels minimaux.

Les principales notations utilisées sont les suasn

°q vecteur unitaire suivant l'ax;
*F; résultante des forces extérieures sur le coyps C
o fj résultante du torseur dynamique exercé sur le c@rpar le corps (G ;

o fei résultante du torseur dynamique exercé par le ¢grpsr I'environnement ;

* Fsi parametre de frottement sec de l'articulation j ;

*Fy paramétre de frottement visqueux de l'articulatipn

°g accélération de la pesanteur ;

* Gj centre de gravité du corps C

*lgj  matrice d'inertie du corpsj @ar rapport a un repere parallele;@Rd'origine G;
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* g moment d'inertie du rotor de I'actionneur j et de gducteur ressenti par l'articulation ;

. iJj matrice d'inertie du corps @ar rapport au reperg,Rjui s'exprime par :
[(y>+z2)dm xydm  —Jxzdm XXj XYj XZ;
=] xydm [(x?+zdm  Jyzdm |=| XYj YYj YZ; [44]

—Jxzdm  dyzdm J(xZ+y?)dm XZj YZ; 7z

oL vecteur liant I'origine du repérg.R antécedent du repere, Bt I'origine du reperejRegal &0j.10; ;
* M; masse du corps;C
*MS; premier moment d'inertie du corpgdlitour de l'origine du repéerg,Bgal a M §. Soit :
[MX; MYj MZ]T les composantes #dS; ;
*Mgj moment des efforts extérieurs exerces sur le dgrpsitour de (;
* M;j moment des efforts extérieurs exerces sur le dgrpstour de ©;

o m moment du torseur dynamique autour gexercé sur le corps; @ar le corps (G

*mej  moment du torseur dynamique exerce par le coypardenvironnement autour dg O

*S vecteur ayant pour origine; € pour extrémité le centre de masse du coypl €st égal D;G; ;
. \./j vitesse du point Q

*V; accélération du point;Q

*Vgj vitesse du centre de gravité du corps C

. VGj accélération du centre de gravité du corps C
* vitesse de rotation du corpg C

*Q accelération de rotation du corps C

1.4.1.Formalisme de Lagrange

Le but de ce paragraphe est d'étudier la formergnéu modéle dynamique, de mettre en évidence les
différents termes qui y interviennent et de dédieres propriétés caractéristiques. La méthodeeptée n'est
pas celle qui donne le modéle le plus performarnpaiat de vue du nombre d'opérations, mais c'estéthode
la plus simple compte tenu de ces objectifs. Naussiclérerons un robot idéal sans frottement, slastidté et
ne subissant ou n'exercant aucun effort extérieur.

Le formalisme de Lagrange décrit les équations duvement, lorsque l'effort extérieur sur I'orgagreninal

est supposé nul, par I'équation suivante :

Mi=gi — -3¢ i=1,..,n [45]

avec :
« L : lagrangien du systéme égal a E - U ;
« E : énergie cinétique totale du systeme ;
« U : énergie potentielle totale du systeme.
1.4.1.1.Forme générale des équations dynamiques

L'énergie cinétique du systéme est une fonctionligiiue des vitesses articulaires :

E=30TAG [46]
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oU A est la matrice (nxn) de I'énergie cinétique, d&ligt générique A appelée aussnatrice d'inertiedu robot,
qui est symétrique et définie positive. Ses élémsant fonction des variables articulaiges

L'énergie potentielle étant fonction des variatdesculairesq, le couplel peut se mettre, & partir des
équations [45] et [46], sous la forme :

r=A(@)d+C(a,q)§+Q(a) [47]

avec :
* C(q, q) g : vecteur de dimension (nx1) représentant leslesifprces de Coriolis et des forces centrifuges :

. _ . OE
Cq=Aq—% [48]

Q=[Q; ... QJT: vecteur des couples/forces de gravité.

Plusieurs formes sont possibles pour la mat@ceOn peut par exemple calculer ses éléments & phrti
symbole de Christophed] j tel que :

n

Gy = ZQka
k= 49

. _1[% Ak aA] 1491

bk = 2Loge T og T og;

Les éléments du vecte@rse calculent en écrivant que :
oU
Q=5q (50]

Les éléments dé\, C et Q sont fonction des parameétres géométriques etigiertiu mécanisme. Les
équations dynamiques d'un systeme mécanique @fiaurhent donc un systeme de n équations difféakesidu
second ordre, couplées et non linéaires.

1.4.1.2.Calcul de I'énergie
L'énergie cinétique du systeme est donnée patdaae :
n
=1
ou | désigne I'énergie cinétique du corgsdLi s'exprime par :

£ =5(@" 169 + M Vg Vo) [52]
Etant donné que (figure 7) :
Vgi= Vj+@ xS (53]
et sachant que :

y=1g-M 55 (54

la relation [52] devient :
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Ej :% [(Q]T Jjw + M VjT Vi + ZMSjT (Vixw)] [55]

La relation [52] n'est pas linéaire par rapport paxametres du vecte, contrairement a la relation [55]
qui est linéaire vis-a-vis des éléments de WIS etJ;, appeléparametres inertielstandard Le calcul devj et
deq se fait par les équations de composition des ateffigure 7)

©W=0)1+0; 63 [56]
Vi=Viit @1 xLj+ojgg [57]

Pour un robot dont la base est fixe, les conditinitiles sont telles quéy =0 etuy = 0.

Figure 7. Composition des vitesses

Dans I'équation [55], tous les éléments doivere éxprimés dans le méme repere. La fagon la plysisiest
de les exprimer dans le reperg 8n réécrit donc les équations [55], [56] et [Bdhnant E Jwy et!Vj comme
suit :

Ej =5 [J(.qTJJj JO.] + Mj JVJ'TJVJ' + ZJMSJ'T (JVJ' XJ(.q)] [58]
=AW +0j ¢ g =l +0j g gy [59]
Vi =1Aj1 (-2Vjq +1 g x1P) + 05 g 1g [60]

Les termeé]j etiMSj sont constants. lls seront nofgetMS; pour alléger I'écriture.
L'énergie potentielle s'écrit :
n n
U:Zszz_Mj gT(LO’j‘F%) [61]
1 =1

Lo,j désignant le vecteur d'origing 6t d'extrémité © Enprojetant les vecteurs de cette relation dagsoR
obtient :

Uj= -M; OgT (Opj + OAJ- J%) [62a]

Cette expression peut se mettre sous une formannén Metvis-a-vis des elements 'tMSj :
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_ IMS;
Uy =97 (M; %) + %A iMs) = { %" 0] OTJ'[ ij} ozt

Les énergies cinétiques et potentielles étant iliegapar rapport aux parametres inertiels, le nwodeél
dynamique l'est également.

1.4.1.3.Propriétés du modéle dynamique

a) la matriceA est symeétrique et définie positive, dong=AA; ;

b) les énergies du corpg €bnt fonction de (g ..., q) etde g, ..., §) ;

) a partir de la propriété b et de la relation][4/ peut prouver quE; est fonction des paramétres inertiels des
corps G et des corps avély, ...,.Cp; d

d) on montre queC étant défini selon la relation [49], la matricai,{\—ZC(q, g)] est antisymétrique
[Koditschek 84], [Arimoto 84], ce qui est une prigpé intéressante pour la commande ;

e) le modéle dynamique est linéaire vis-a-vis désnénts des parametres inertiels, M/ISJ- etiJj, appelés
parametres inertiels standard [Ferreira 84]. Cpttpriété sera mise a profit pour identifier leggmaetres
inertiels et diminuer le nombre d'opérations du élediynamique.

1.4.1.4.Prise en compte des frottements

De nombreuses études ont été réalisées afin dexmilyser les frottements au niveau des artionafides
réducteurs et des transmissions. Les frottemeniscompensés provoquent en effet des erreurs satigies
retards et des cycles limites [Canudas 90]. Diffterenodéles de frottement ont été proposés daittlature.
Citons par exemple les travaux de [Dahl 77], [Casu89], [Armstrong 88], [Armstrong 91], [Armstro8d].

Dans bon nombre d'applications, le modéle du frgt# se raméne a un terme consfamtr le frottement
sec (ou de Coulomb) et un terme fonction de lassi@epour le frottement visqueux (figure 8). L'esgien du
couple de frottemerit; de l'articulation i s'écrit alors :

s = Fsisign@) + Fi G [63]

Fsi et R, désignant respectivement les paramétres de frettesec et visqueux et sign(.) représentant latifamc
signe.

i A
/

p-Ci

/

Figure 8. Modéle des frottements

On peut donc tenir compte des forces et coupledratteements en ajoutant au deuxieme membre de
I'expression [47] le vectelr; tel que :

't = diag(q)Fs + diag(sign@))Fv (64]

avec .
.FS:[ FSl an]T
.Fv:[ Fvl Fvn]T
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« diag(.) : matrice diagonale de dimension (nxn)

La non-linéarité de ce modéle peut aussi étre ap@opar un modeéle linéaire par morceaux.

1.4.1.5.Prise en compte des inerties des actionneurs

On représente I'énergie cinétique du rotor deidaoeur | par 5 lg qu. Le parametre inertiel jgpeut
s'écrire :

Iaj = sz ij [65]
ou Jyj est le moment d'inertie du rotor de I'actionne; jest le rapport de réduction de I'axe j égghg/ g etq
mj désigne la vitesse du rotor de l'actionneur j.
On en déduit que I'elément; Alela matriceA doit étre augmente de;jl&ette modélisation des inerties des
actionneurs suppose négligeable I'effet gyrosca@papiceux-ci. On trouve des modélisations plus ¢&tep des

actionneurs et des transmissions dans [Llibre [83ledmail 86], [Sciavicco 94].

1.4.1.6.Prise en compte des efforts exercés par I'orgamaital sur son environnement

Les couples que doivent fournir les actionneurs dabot pour que son organe terminal puisse exancer
effort statiquele,sur I'environnement s'écrivent :

Me= JnT fen [66]
On en tient donc compte en ajoutant le tefigau deuxiéme membre de I'expression [47].

EXEMPLE 7. — Trouver les éléments des matriée®t Q d'un robot a trois degrés de liberté, ayant la emém
structure que le porteur du robot Staubli RX-90ridéans I'exemple 1. On suppose que :

IMSj = [MX; MY} MZ]T

XXj XYj XZ; lap 0 0
ij: XYJ' YYJ' YZJ' a= 0 Ipp O
Xz Yz; 7z 0 0 lu

Tous calculs faits, on obtient :

Aq1 = lag + ZZ3 + SS2 X% + 2CS2 XY, + CC2 YY, + SS23 X)% + 2CS23 XY + CC23 YY; + 2C2
C23 D3 M¥g— 2C2 S23 D3 M¥+ CC2 DZ M3

Aqp= S2 X2 + C2 YZ, + S23 XZ + C23 Y2 — S2 D3 M3

Aj3= S23 X% + C23 Y7

Agy = lap + ZZy + ZZ3 + 2C3 D3 MXg — 253 D3 MY; + D32 M3

Ajz = ZZ3 + C3 D3 M¥g — S3 D3 MY

Asz=lag+ ZZ3

avec SSj = (sirGj)z, CCj = (cosej)2 etCSj = cosb; sin 6. Les éléments d€ se déduisent de ces expressions
grace a la relation [49].

Pour le calcul des forces de gravité, on suppose qu
Og=[0 0 G3|
L'énergie potentielle est obtenue en utilisanelation [62] :

U =—-G3 (MZ + S2MX, + C2MY, + S23MXg + C23MY; + D3S2My)
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On en déduit que :

Q=0
Q, = —G3 (C2 M¥% — S2 MY + C23 MXg — S23 MY; + D3 C2 M)
Qs = —G3 (C23 MX% — S23 MYy)

1.4.2.Formalisme de Newton-Euler

Les équations de Newton-Euler expriment le torsgunamique en (=des efforts extérieurs sur un corps j par
les équations :

Mgj=16j Q) + @ x (I @) [68]

La méthode de Luh, Walker et Paul [Luh 80], congidécomme une avancée importante vers la possibilit
de calculer en ligne le modéle dynamique des rohdtise ces équations et est fondée sur une doubl
récurrence. La récurrence avant, de la base dut nadys l'effecteur, calcule successivement lesssée et
accélérations des corps, puis leur torseur dynamidne récurrence arriére, de I'effecteur verakebpermet le
calcul des couples des actionneurs en exprimamtg@mgue corps le bilan des efforts.

Cette méthode permet d'obtenir directement le neodBinamique inverse [45] sans avoir a calculer
explicitement les matrice&, C etQ. Les parameétres inertiels utilisés sont § etlgj. Le modele ainsi obtenu
n'est pas linéaire par rapport aux parametresefert

1.4.2.1.Equations de Newton-Euler linéaires par rapporkg@arametres inertiels

Dans ce paragraphe, nous présentons un algoritieniéedton-Euler fondé sur la double récurrence de la
méthode de Lulet al [Luh 80], mais exprimant le torseur dynamique effsrts extérieurs en;@Ilutot qu'en G
en utilisant les parametres inertielg, MS; et J; [Khalil 87], [Khosla 86]. Le modele ainsi engendrst linéaire
par rapport aux parametres inertiels. Il peut éateulé en utilisant les parameétres inertiels dselen application
de la propriété de linéarité.

Les équations de Newton Euler ainsi modifiées is'éat :

Fj = Mj Vj + G X MSj + @) X (@ x MS;) [69]
Mj=Jj(q+(.qx(Jj(q)+Mij\'/j [70]

i) récurrence avant elle permet de calculef; et M a partir des relations [69] et [70]. Pour ce faitfaut
calculerw, ¢y etV;. Les formules de composition des vitesses sont dmnpar les équations [56] et [57]. Leurs
dérivées par rapport au temps s'écrit :

Q) =@ + 0 (G 3+ X G 3) [71]
Vj=Vj1 +@ax Lj + 01 X (@.1xL)) +0j (G & + 201X ¢ &) [72]

On peut finalement calcul&; etM; grace aux relations [69] et [70]. On initialiséteaécurrence pag = 0,
Gp=0etVy=0.

i) récurrence arriére.Les équations composant la récurrence arrieredurhues a partir du bilan des efforts
sur chaque corps, écrit a l'origing On obtient (figure 9) :

Fj = fj —fj+1 + Mj g _fej [73]

Mj=mj—mj+1—Lj+1xfj+1+§xMjg—mej [74]
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On peut faire intervenir l'effet de la gravité saweir a la prendre en compte dans le bilan desteffPour
cela, on prend :

Vo=-g [75]
d'ou I'on tire les équations suivantes :

fj = Fj + fjag+ fej [76]

mj =Mj +Mjsg + Ljsg X fjrp+ Mg [77]
récurrence initialisée par les effofts1=0 etmp4+1 =0.

On obtient alors les couples aux actionnéyrsn projetant, suivant la nature de l'articulafides vecteurs;
ou m; sur I'axe du mouvement. On ajoute les termes ciifiseeprésentant I'effet des frottements et desties
des actionneurs, ce qui donne :

Fj = (O'j fj + 61' mj)T aj + st sign (J]J) + ij qj' + |6§ qJ [78]

On deduit directement des équations [76] et [74 s termed; et m; ne dépendent que des parametres
inertiels du corps j et de ceux des corps situés\ah qui sont introduits par les termigs; et mj.1 de la
récurrence. On retrouve ainsi la propriété (c) égerau § 1.4.1.3.

Figure 9. Bilan des efforts au corps j

1.4.2.2.Forme pratique des équations de Newton-Euler

Pour utiliser pratiquement l'algorithme de Newtanef exposé ci-dessus, il faut projeter dans un eném
repére les vecteurs et tenseurs qui apparaisseatutee méme équation. Nous reprenons ici le cheikuh et
al. [Luh 80] qui consiste a projeter les grandeulatives a un corps dans le repére qui lui estLis équations
de la récurrence avant deviennent, pour j =1n ...,

Jap1 =1A)1 ey g 7o)
g =leg +0j Gl e
ldy =AMy +0) (G +log.1 x ¢ la) o1l
iU =gy +16y oy 182]
Wy =IApg (Vg +1101 F1P) + o) (G lgy + 2l6yq X ¢ 1) 183]
IFj = Mj IV} +1U; IMS; 184]
j|\/|j :JJJ- J'(jq +J'(,q X (iJj i(q) +iMSJ- ijj [85]

avecap=0, Gp=0, Vo= —g.

Pour la récurrence arriere, lorsque j=n, ..., 1:
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iy =1A ) [87]
Fj = (O'j jfj + 61' imj)Tiaj + st Sign @J) + ij ('J]j + Iaj qJ [89]

L'algorithme précédent peut étre calculé numérigeremCependant, pour diminuer de fagon sensible le
nombre d'opérations, il est préférable de mettreeemre une technique de calcul symbolique itéeatifutiliser
les parametres inertiels de base.

1.5. Conclusion

Le calcul symbolique de ces modeéles par ordina€fait I'objet d'un grand nombre de travaux [Dill63],
[Khalil 76], [Zabala 78], [Kreuzer 79], [Aldon 82]Cesareo 84], [Megahed 84], [Murray 84], [Kircansk],
[Burdick 86], [Izaguirre 86], [Khalil 89]. On retuve implantés dans le logiciel SYMORO+ [Khalil 98s les
algorithmes présentés dans ce chapitre.

2. Génération de mouvement
2.1. Introduction

La génération de mouvements pour un robot désafenkction de calcul des consignes désirées (faties
ou cartésiennes) en fonction du temps afin desérline tache décrite par une trajectoire compdsd®sitions
successives de I'outil du robot (abusivement amsgiéintg et de contraintes cinématiques ou dynamiques. On
peut distinguer les classes de mouvements suivants

— le mouvement entre deux points avec trajectoire léntre les points ;

—le mouvement entre deux point® des points intermédiaires, spécifiés notamment guiter les obstacles,
avec trajectoire libre entre les points interméemi

— le mouvement entre deux points avec trajectoiréraotie entre les points (trajectoire rectiligne paemple) ;

—le mouvement entre deux pointg& des points intermédiaires avec trajectoire comiaentre les points
intermédiaires.

Dans les deux premiers cas, la génération de mantepeut se faire directement dans I'espace atieul
(figure 10), dans les deux suivants, elle est talans l'espace opérationnel (figure 11). Le foretd
mathématique de la génération de mouvements estldéell d’une ou plusieurs fonctions d’interpolatigai
construisent I'équation du mouvement a partir dgractes spatiales et temporelles.

La génération de mouvement dans I'espace artieydaisente plusieurs avantages :
— elle nécessite moins de calculs en ligne, puisqlyila pas d'appel au modéle géométrique ou cinguneat
inverse ;
— le mouvement n'est pas affecté par le passagesuphfigurations singuliéres ;

—les contraintes de vitesses et de couples maxinsauk directement déduites des limites physiques des
actionneurs.

En contrepartie, la géométrie de la trajectoiréaieil dans l'espace opérationnel est imprévisiGle type de
mouvement est par conséquent approprié pour réase déplacements rapides dans un espace dégagé. L
génération de mouvement dans l'espace opératigaratet de contrbler la géométrie de la trajectdie.
revanche :

— elle implique la transformation en coordonnéegaldires de chaque point de la trajectoire ;

— elle peut étre mise en échec lorsque la trajecitateulée passe par une position singuliére, osgler la
trajectoire impose une reconfiguration du robot ;
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— les limites en vitesse et en couple dans l'esppéeationnel varient selon la configuration du rolfoh doit
alors exprimer ces limites par des valeurs tradtiidas performances moyennes, satisfaites quedesqit la
configuration du robot. On impose donc au robotrdeailler en deca de ses capacités réelles.

Le choix d'une méthode de génération de mouvenéperi de I'application considérée. Nous traitoms da
la suite de ce chapitre le probléeme de la géndratiomouvement entre deux points spécifiés danst'liautre
espace. On trouvera dans [Khalil 02] comment tragt@robléme lorsque des points supplémentainesissérés
entre ces deux points.

qf | Génération d¢ qd () +
—»| mouvement Asservissemerfi-—p»

eng -
qi?

Figure 10.Génération de mouvement dans I'espace articulaire
(les exposants i, f et d désignent respectivenesriidsitions initiales, finales et désirées)

xf [ Génération ¢ | xd(t)
— mouvemer — MGI
er X

Xl T
MGD

AsservissemerntT—9>

Figure 11.Génération de mouvement dans I'espace opérationnel

2.2. Génération de mouvement entre deux points dalespace articulaire

On considére un robot & n degrés de liberté. §oiet gf les vecteurs des coordonnées articulaires
correspondant aux configurations initiale et finaln désigne respectivement gar et k, les vecteurs des
vitesses et accélérations articulaires maximales.darametres,ksont généralement calculés de fagon exacte a
partir des caractéristiques des actionneurs etaggmrts de réduction des organes de transmidsiotis que les
parametres & sont approchés par le rapport des couples moteaxgmaux aux inerties maximales vues par les
articulations (borne supérieure des termgsiéfinis dans le modéle dynamique). Une fois caléaimouvement
avec ces contraintes cinématiques, on peut pro@darchangement d'échelle pour satisfaire legaiotgs de
couple maximum obtenues avec le modéle dynamiquoédibach 84a).

Le mouvement entrg' etqf en fonction du temps t est décrit par I'équatiénégale suivante :

g +r(t)D pour xt<tf [90]
i(t) D [91]

q(t)
aem

avecD = ¢f —q ; les valeurs aux limites de la fonction d'intdgion r(t) sont telles que r(0) = 0 ete)(t 1.
Plusieurs fonctions permettent de satisfaire lesqges pami a t = 0 et paqgf & t= t. Nous étudierons
successivement l'interpolation polynomiale de degré, la loi Bang-Bang et la loi trapézoidale éesse.
2.2.1 Interpolation polynomiale de degré cing
Le recours au calcul polynomial constitue un owék pratique pour le calcul du mouvement. Les ouih

d'interpolation polynomiale les plus fréquemmentcantrées sont l'interpolation par des polynémesietgé
trois et cing. Nous présentons l'interpolation palgniale de degré cing qui assure la continuité duvement
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en position, vitesse et accélération. On dit atprs le mouvement est de classe s conditions aux limites
sont les suivantes :

q(0) =d', a(t) =q', §(0) =0, g(t)) =0, &(0) =0, &(tr) =0
et, en utilisant la forme polynomiale suivante :
q(t) = ag +agt +at? + agtd + aytt + ast

on montre que la fonction de position du degré pegt se mettre sous la forme [90] ou [91] avec :
3 4 t 5
() = 10%) —15é) +6 ) [92]

Les évolutions des position, vitesse et accélérgpiour l'articulation j sont présentées a la figlge Les
vitesse et accélération maximales ont pour expRssi

15|Q

16 jmax = 8|tf | 193]
10§

I jmax = =l [94]

V312

1
:
i >
; t
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Figure 12.Loi polynomiale de degré cinq

Si la duréeftdu mouvement n'est pas spécifi€e, ce qui est gieméent le cas, et que I'on recherche le temps
minimumpour passer de la configuratigha la configuratioryf tout en respectant les contraintes de vitesse et
d'accélération, on calcule le temps minimum poagcie articulation séparément puis on effectue dadination
des articulations sur l'articulation contraignaptaur laquelle le temps minimum est le plus grane.témps
minimum pour une articulation j doit saturer laegise et/ou l'accélération. A partir des expresgiessvitesse et
accelération maximales [93] et [94], on déduit ugemps minimumtde l'articulation j est donné par :
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15 10
t = max[ 8 klv?l,/\ f \léllzﬂ [95]

Le temps global minimum st :

tr = max (f, ..., ty) [96]

2.2.2. Loi Bang-Bang

Le mouvement est représenté dans ce cas par use pleccélération constante jusqef2 puis par une
phase de freinage constante (figure 13). Les dteds départ et d'arrivée sont nulles. Le mouvemsntdonc
continu en position et en vitesse, mais discorgimaccélération.

La position est donnée par :

. t2 tf
q®) =q' + 2@ D pourdt<>
[97]
(=d +[1+40) - 26)7 D Ut <t<t
av =9 ’ ?f pour; =t=t
te/2 t
Figure 13.Loi Bang-Bang
Pour une articulation j donnée, les vitesse etlamon maximales ont pour expression :
. 2 |5
A jmad = t [98]
y 4 16|
6 jmad = 2 [99]

relations a partir desquelles on déduit le tempsmim pour passer de la conflgurat|q'raqa configuration
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R | Pﬂ}

2.2.3. Loi trapezoidale en vitesse

La loi trapézoidale en vitesse permet d'engendnemauvement continu en vitesse qui assure un temps
minimum en saturant a la fois la vitesse et I'aé@lon (figure 14). La condition d'existence dpalier de
vitesse k/j sur l'articulation j est donnée par:

5| > Kaj [101]
9 A
Vitesse et accélérati
kvjl---- saturées
I Accélératiol
! o« non saturée
|
1 \Kaj |
i : It o >t
Y S ! I
| l :
Kaj : |
| |
|
—>
t

Figure 14.Comparaison de la loi trapéze (en vitesse) aveoilBang-Bang

Lorsque la condition [101] n'est pas vérifiée, itesse maximale que peut atteindre l'articulatieecaune
telle loi devient :

kj= \/IDj] kg [102]

Par conséquent pour I'articulation qui ne satigfai la condition [101], la vitesse maximale selawdée par
la formule [102].

Le mouvement de l'articulation j (figure 15) egtnésenté par les relations suivantes :

g(t) = q' +% t2 kyjsign (D) pour & t< T
. .
gi(t) = ¢ + (t—3) kyj sign (D) pour; < t< 5T [103]

f ol .
qi(t) =G —5 (tj —tP kajsign ()  pour§-Tj<t<t

avec :

M
U™ kaj [104]
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Figure 15.Evolution des position, vitesse et accélérationl'suticulation j avec une loi trapéze

Calcul du temps minimum avec contraintes cinématqu

L'aire du trapéze représentant I'évolution dessde est égale a la distance parcourue dansvidtiéefo, tfj].
On peut donc écrire que :

f ' k.2
Bl =19 —q1 = kitg —f- [105]

On en déduit le temps de parcours minimal poutdiaation j :

kv Gl %]
B/ R et L I s L
tf] - kaJ + kv_ - T] + kv_ [106]

Afin de synchroniser le mouvement des articulatiormis présentons ici une méthode de coordination q
assure des durées d'accélération et de freinadeséga toutes les articulations. Les lois syncisées sont donc
homothétiques. C'est ce type de loi qui est le plussent implanté sur les contréleurs de robotadtiikls. Si
I'on désigne pag; le rapport d’homothétie entre la loi de l'artitiola j et celle d'une articulation k quelconque,
on a la relation (figure 16) :

g = oj () pourj=1,...,n [107]

Dans ce cas, la durgede la phase d'accélération des lois synchroniséssanpriori égale a aucun des
optimaux des lois propres articulaires. 99ik,; la vitesse de la loi synchronisée pour l'artidalaf et soitu; kj;
I'accélération correspondante qui produit le mow@mOn désire calculer la valeur dgui assure un temps t
minimum. Etudions d'abord le probléme sur deuxcaldtions. D'aprés la relation [106], les tempédecours
minimaux des articulations calculés séparémentiesitt :
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Figure 16.Homothétie des lois de vitesses

tn =T o
=T+,
| [108]

t D
=10+
2=T2% ),

La loi synchronisée est telle que :

RSLY N IDal  Azky N D2
T 7 Utkar  Mkui  UKaz - Agkyz

[109]

avec > max (1, tp). De I'expression [108], on déduit que :

CAdkvr Aok

T ka1l uka

T [110]

ky1|Do
2 = MY IDy [111]

Ka1|Do|

Pour satisfaire les contraintes de vitesse, il st :

{osAlsl

0<A<1 [113]

En utilisant la relation [111], la derniére iné¢@lievient :

kvalDal
0= M < 1,5, il

Un raisonnement analogue sur les contraintes dé&eatién conduit a :

O0<u;=<1

0<uq< KalDy] [115]
= 71> ka1Dyl

Le temps ¢ minimum est obtenu lorsque les paraméthgset vy sont les plus grands et satisfont
simultanément les contraintes ci-dessus, ce quadeit par :
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. kv2|Dl|J
A= mm[l, ku1|Dal
[116]
U1 = min[l kaZIqu
1= *Ka1lDal
et la durée correspondante de la phase d'accéléretut :
A1kvi
=— 117
U1 Ka1 [117]
Ces relations sont facilement généralisables diculations :
k '|Dl|:|
— mi vl
A= mm[l, KealD)|
pourj=2,...,n [118]

KailD
U = min[l,éjﬁ}

La relation [118] est valable poun 2 O et [ # 0. A noter que lorsquejB O, l'articulation j ne bouge pas et
son mouvement est donné gg(t) = 0, G;(t) = 0.

On remarque que ce mouvement (équations [103]jepsesenté par deux polyndmes Flet F3 du second
degré et un polynébme F2 du premier degré. Le nordbrparamétres inconnus de ces polynémes est & 8 :
pour F1, 2 pour F2 et 3 pour F3. Ces parametregepe@tre calculés en utilisant les 8 conditionsates :
F1(0) = g F1(0) =0, FI{) = F2@), F1(t) = F2@), F2(¢ -1) = F3(t -1), F2(t -1) = F3( -1), F3(%) = d,
F3(%) = 0. Pour chaque couple de valeyrstt on peut trouver un jeu de paramétres différergs. formules ci-
dessus donnent le temps minimum en respectanbldsamtes cinématiques. La relation [102] peutisté en
fonction det et § sous la méme forme vectorielle que I'équation gdad&tu mouvement [90] :

o t? -
q+D 2t (1) pour 8t<Tt
; (2t—1)
q) =< g +D 2t —1) pour<t<t—Tt [119]
: (t —1)?
\q +D[1- > (tf—t)] pourtt<t<ts

2.2.4. Lissage du mouvement trapézoidal en vitesse

On peut modifier la méthode précédente pour awpimouvement continu en accélération en remplagant |
phases d'accélération et de freinage soit parainguldeuxieme degré (figure 17a), soit par undrlpéze en
accélération (figure 17b) [Castain 84]. Pour lanuigge solution, qui est la plus simple a programrzefoi en
position est du quatrieme degré. En notata nouvelle durée de l'accélération et en prepant la vitesse
maximale la valeuk; kyj, on peut écrire les conditions aux limites sutitalation j :

q;(0) = ql +Gj(0) = 0,5;(0) = 0, § () =Aj kyj sign(D), Gj(r) = 0

ou les valeurs deetA sont en général différentes de celles du mouvesmaTd lissage.
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Figure 17.Modification de I'accélération de la loi trapezeys@voir
une accélération continue

On en déduit I'évolution de position, vitesse e@gieration de l'articulation j pou] < nlorsque K t<T:

(40=q —35 Ak sign@) G t-0 €

N\

—T—ls Aj kyj sign(D) (2t - ) 2 [120]

gi(t)

y 6 :
\qj(t) = -3 Aj kyj sign(Q) (t-1) t
Pour le palier de vitesse de durée h, I'équatiomduvement s'écrit :
g = g + (t-1) Ajkyjsign(Q) pourtst<t+h [121]

En supposant que les phases d'accélération etitbade sont symétriques £t 2t + h), on obtient pour la
phase de freinage lorsque- h<t<ts:

qi(t) = ({ +% [%(t—Bt—h)(t—t—h)3+(2t+t—2tf)}\j kyj sign(Dj)
gt = [% (2t—t= 2tf)(t+t= th 2+ 1]\ ky; sign(Dj) [122]
aj(t) =% (t=th) (t+t=tf) A kyj sign(Dj)

L'accélération maximale a lieu lorsque 1/2 et sa valeur peut étre obtenue a partir de ditiqn [120] par :

LY}
2

- [123]

|QJ max | =

Sill‘gn _prend pourq|jmax| la valeuruj kyj et en supposant que toutes les articulations aet duree
d'accélération synchronisée telle que
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[124]
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D'aprés les équations [120] et [124], on remarqueelg distance parcourue lors de la phase d'aetiéiéest
égale a:

2
4 —qI= f{(u kV) [125]

En calculant l'intégral sous la courbe de vitesseyérifie que :

1ol [126]

Cette expression est analogue a I'équation [106halat la durée du mouvement dans le cas de leajoéze,
ce qui suggere que le calcul Neet dev; peut s'effectuer selon les relations [118]. Aipai¢ la relation [125]
on remarque aussi que pour saturer la vitesseaetélération de la loi propre de larticulation san
synchronisation, la distance a parcourir doit vérifa condition suivante :

3 kv.2
IDj| > 57;— [127]

Si cette condition n'est pas vérifiee, on remplagedans les relations précédentes par la vitesse ra#xim
accessible :

ki = /5101 ke (128]

On remarque que pour une distance permettant laeméfaur kj, la durée du temps de l'accélération est 1,5
fois plus grande que dans le cas ou l'accéléragboonstante (loi trapézoidale non lissée).

De fagon similaire a I'’équation [119], on peut mrentgue le nombre de parameétres pour les troimpatgs
représentant ce mouvement est égal a 12. Le nodgeations exprimant les conditions aux limitedest
conditions de continuité est également égal aAP(0) = d F1(0) = 0,F1(0) = O F10) = F2@), Fl(r) = FZ(T)
F1() = F2(0), F2(+-1) = F3(1), F2(t -1) = F3(k -1), F2(t -1) = F3(k -1), F3(5)= df, F3(¥) = 0,F3() = 0

Une foist et § calculés, le mouvement est donné par le systééupiations vectorielles suivant qui a la
méme forme que la relation générale [90] :

- 1 t
q+D 2(tf—T)[ ) _T3] pour8t<rt
: (2t—1)
q() =< g +D 2(—1) POUK t < t—T [129]
_ (t-1° @ -t +1)
\ql +D[1- 2(t=1 3 ] poUr =T < t < tj

2.3. Génération de mouvement entre deux points darlespace opérationnel

Soit OTE et OTEf les matrices homogénes décrivant respectivemergiteations initiale et finale désirées.
Pour alléger les notations, on note :
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' Al pi Af pf
oT g = et OT Ef =
0 00 1 0 00 1

On recherche une trajectoire rectiligne du poirtilo®n décompose le mouvement en un mouvement de
translation en ligne droite entre les origined@g et9Tgf et en un mouvement de rotatiarautour d'un ax&u
de l'organe terminal permettant d'align®r et Af. Les deux mouvements se terminent en méme temps. L
distance a parcourir pour le mouvement de transiast telle que :

; f foo fo
= P =PIl =~\/(Fl—Fgz+ (B~ )2+ (B~ B2 [130]
Le calcul deu et dea se fait a partir de la relation :
Airot(u, a) = Af [131]

ou, rappelons-lerot(u, a) désigne la matrice (3x3) de rotation correspohdame rotation d'un angteautour
d'un vecteud. On en tire que :

ST S % &
rot(u,a) = [AITAf=|nT[ & nf &f] =| 5 n & [132]
all s N &

En utilisant la relation générale de I'opérataati(u, o), on déduit que :

o1
Ca =3 [sct nj+ & — 1]

Sa =%\/ (n~a)2 + (B $)%+ (5~ N2
a= atanZ(ﬁ, Ca)

T 2su o,

[133]

\

Lorsque $ est petit, on approxime par :

\/1 ce Y= \/1 ce = \/ [134]

Les signes peuvent étre déterminés a partir deréssion deot(u, a) sachant que &est toujours positif.
Soit k1 et kg1 les vitesse et accélération maximales pour lesveraants en translation et soifyket ko les
vitesse et accélération maximales pour ceux etigatad_es méthodes utilisées dans I'espace arfireufseuvent
étre mises en ceuvre pour engendrer le mouvemechraymnsé pour les deux variables Doetntemps minimum
t; tout en respectant les contraintes de vitesseetdlération. L'évolution de la situation déssé&erit :

Al PO
OTe(®) = [ o 0 0 1 } [135]
avec .
P(t) = P +r(t) P'—P)) =P +%9 (Pf —Pi) [136]
A(t) = Alrot(u, r(t) o) [137]

ou r(t) représente la fonction d'interpolations@}f = D r(t) est la distance parcourue a l'instant
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3. Commande
3.1. Introduction

La commande des robots-manipulateurs a fait I'odgtnombreux travaux. Les principales approches
utilisées sont :

— la commande classique de type PID ;

la commande par découplage non linéaire ;

la commande passive ;

la commande fondée sur une fonction de Lyapunov ;

— la commande adaptative ;

la commande robuste a structure variable (modssagits).

Il n'est pas possible, dans le cadre de ce coargader en détail I'ensemble de ces approchessiAaprés
avoir rappelé le principe d'une commande classideetype PID (commande proportionnelle, intégrale et
dérivée), on insistera sur la commande par décgapteon linéaire, méthode qui est considérée coname |
solution théorique idéale pour la commande des tsobmanipulateurs. Pour une étude plus détaillédade
commande des robots, le lecteur pourra consulfear|& 89], [Samson 91], [Lewis 93], [Zodiac 96], ih 02].

3.2. Equations du mouvement

Pour alléger les notations, on se limite aux roliotshaine ouverte simple. Afin de bien appréhetaer
problématique de la commande des robots-manipulgtéluest utile de rappeler les équations du nmdel
dynamique du robot dont la forme générale, pouobiot & n degrés de liberté, est la suivante (§ 1.4

= A(@4d+C(g,4)q +Q(q) +diag(q) Fy+ diag(sign@ )) Fs [138]

ou, sous une forme plus compacte :

= A(@4d +H(, q) [139]

ou encore, le modéle ayant une forme linéaire g@part aux parameétres dynamiques :

r=o@q.4)x [140]

On rappelle qué est le vecteur (nx1) des couples/forces articudaikéq) est la matrice (nxn) d'inertie du
robot, C(q, g) g est le vecteur (nx1) représentant les forces dagés et les forces de Corioli®(q) est le
vecteur des forces de gravitg, et Fgsont les vecteurs des parametres de frottemerga@gpment visqueux et
sec,X représente le vecteur des parametres dynamiquesr(pties inertiels et parameétres de frottement).

En supposant que les organes de transmission npoctamt ni jeux ni élasticité, le couple transmis a
I'articulation j par un moteur électrique a couramtinu ou synchrone commandé en courant s'exyane

M = N KgKrjy [141]

ou N est le rapport de réductiongjest le gain de I'amplificateur,fKest la constante de couple du moteur; et u
est le signal d'entrée de I'amplificateur.

La synthése de la commande consiste a caldylepuis a calculer le signal; permettant de suivre la
consigne désirée.
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3.3. Commande classique
3.3.1. Commande PID dans l'espace articulaire

Le modele dynamique décrit un systeme de n équatitififérentielles du second ordre non linéaires et
couplées, n étant le nombre d'articulations. Patjrtlans une commande classique, qui est celle pleipart des
robots industriels actuels, le mécanisme est cérisidomme un systéme linéaire et chacune de seglaions
est asservie par une commande décentralisée dePiyped gains constants. Ses avantages sont latéacil
d'implantation et le faible col(t en calcul. En ceptrtie, la réponse temporelle du robot variatbnssa
configuration, on constate des dépassements dégoeret une mauvaise précision de suivi dans las/eraents
rapides. Dans beaucoup d'applications, ces incoevéme représentent pas un gros handicap. Eiqyeatne
telle commande est réalisée selon le schéma dtgule f18.

Robot

_o-l |Q

Figure 18.Schéma classique d'une commande PID
La loi de commande est donnée par :

t

M= Kp(a@-0) +Kq(q9-a) +K, [ (q¥-q) dr [142]
t0

ol g 4(t) et qd(t) désignent les vitesse et position désirées dasmate articulaire et okip, K¢ etK; sont des

matrices diagonales définies positives, de dimangio n), dont les éléments génériques sont reseectint les
gains proportionnels jf, dérivés ky; et intégraux If.

Le calcul des gains (f, Kgj et K;j est effectué en considérant le modele de l'aetimn j représenté par le
systéeme linéaire du deuxieme ordre a coefficienisi@nts suivant ;

équation dans laquellg=aA; . désigne la valeur maximale de I'élémejjtde la matrice d'inertie du robotygt
représente un couple perturbateur.

La fonction de transfert en boucle fermée ppur 0 est alors donnée par :

4 _ Kgj $? + Kpj S+ K
diis)  AS (Kg+ Ry)s + Kpjs + K

[144]

et I'équation caractéristique s'écrit :

A(S) = &1§+ (de + FVJ')S2 + Kij + K|j [145]



38 Université Numérique Ingénierie & TechnotgiRobotique

La solution la plus courante en robotique consstioisir les gains de maniere a obtenir un pdietréel
négatif, ce qui donne une réponse rapide sandatgnik. Par conséquent, I'équation caractéristguiactorise
de la fagon suivante :

As) = a(s +w)® [146]
avecwy) > 0.

On en déduit pour les gains :

Kpj=33 w?
de + FVJ' =34 Q [147]
Ki=a o3

REMARQUES.—

— w est choisi le plus grand possible ; toutefois,ecetilsation ne devra pas étre supérieure a latjmuisde
résonancew; correspondant aux modes de vibration mecaniquedgfine pas destabiliser le systeme. Une
valeurw) = wyj/ 2 représente un bon compromis ;

—en l'absence de terme intégral, une erreur statigeea la force de gravité et aux frottements geabsister
autour de la position finale. En pratique, on dtgada composante intégrale lorsque I'erreur esitjpm est
trés grande, le terme proportionnel étant suffisamt la désactive aussi lorsque I'erreur devigsst petite pour
éviter les oscillations que pourraient induirefrestements secs ;

— le terme d'anticipatioi 4 9 de I'équation [142] permet de réduire les errelersuivi du mouvement désiré.
En automatique classique, ce terme n'est pas cowgatrutilisé ;

— les performances d'une telle méthode sont d'aptastacceptables que le rapport de réduction gsbritant
(augmentant ainsi la partie invariante dg),Aque les vitesses sont faibles et que les gamgoptionnels et
dérivés sont grands [Samson 83].

Lorsque les effets de la gravité sont compensés;grastruction mécanique comme pour le robot SCARA
exemple ou grace a la commande, on montre qu'undeldype PD est asymptotiquement stable pour une
position désiréed fixe [Arimoto 84]. La démonstration s'appuie surdéfinition d'une fonction de Lyapunov
ayant la forme suivante :

1, .1
V=54TA@)g +5 eTKye [148]
ouedésigne l'erreur de consigne :

e=ql-q [149]

Puisqueqd est constant, alors la loi de commande PD eseéyal

M =Kpe-Kgq +Q(a) [150]

A partir des équations [138] et [150], on obtiemtnégligeant les frottements :

Kpe-Kda§g =Ag+Cgq [151]

En dérivant la fonction V [148], on trouve :
V=3 qTAG+qTAG —6TK,¢ 152
=54G'Ag+q'Agd -e Kpq [152]

et, aprés substitution deg par sa valeur a partir de I'équation [151], oneviiti



Bases de la modélisation et de la commande dessratmmipulateurs de type série 39

V=32 4T(A -2C)¢ - TKag [153]

La matrice A —2C) étant antisymétrique [Koditschek 84], [Arimoto] 8@ termeq T (A —2C) ¢ est nul. On
en conclut que :

V=-4qTKggq <0

Cette expression montre que V diminue tant @ue0, ce qui n'est pas suffisant pour démontrer lailgtab
asymptotique. En effet, on doit s'assurer que lggq= 0 le robot n'atteint pas une configuration dansédlgu
#qd. Pour montrer que ce n'est pas le cas, on uliipeincipe d'invariance de La Salle [Hahn 67] (4ra 9).
Pour queV = 0, il faut nécessairement qde= O et par conséquent qué = 0. A partir de I'équation du
mouvement [151] on obtient alors geie 0. L'équilibre €=0, g =0) est donc lI'ensemble invariant le plus grand
inclus dang/ et on en déduit que la stabilité est asymptotau@oint d'équilibre.

Il a été démontré que la stabilité du systéme ssirée si I'on utilise dans I'équation [150] leneQ(qd),
constant pougd donné, qui correspond aux couples de gravitéasposition finale, plutét que le terr¥q). La
stabilité est aussi assurée si I'on preng K || 6Q(q)/oq ||, terme qui représente la norme 2 de la matrice
jacobienne des couples de gravité par rapport etewedes variables articulairggKorrami 88], [Tomei 91].
L'utilisation de grands gains poHr, et Ky diminue I'erreur de suivi mais amene le systemeasinage du
domaine d'instabilité. Pour un réglage des gainistignne compte du modéle dynamique, le lecteurriaou
consulter [Qu 91], [Kelly 95], [Rocco 96], [Freidict 97].

3.3.2. Commande PID dans l'espace opérationnel

Lorsque le mouvement est défini dans I'espace tipérel, une des deux solutions suivantes peut étre
choisie pour réaliser la commande du systéme :

—on transforme le mouvement défini dans I'espaceatipénel en un mouvement dans I'espace articulpins
on met en ceuvre la commande dans l'espace antecula signal d'erreur minimisé est alors exprirmé@sd
I'espace articulaire ;

— on spécifie directement la commande dans I'espaé&eatonnel.

Pour une commande PID dans I'espace opératiormtdj e commande est obtenue en remplagagoar X
dans I'équation [142] et en multipliant I'erreurndal’espace opérationnel paf pour I'exprimer dans I'espace
articulaire (Figure 19) :

M= JT[Kp(X9=X) +Kg(Xd=X) + K|}(Xd —X) dr] [154]
t0

Pour décrire le mouvement désiré dans l'espaceukmitie lorsque celui-ci est spécifié dans l'espace
opérationnel, deux solutions sont possibles : @it le modele géométrique inverse est utilisés pwec une
procédure numérique, on dérive la position déspéer obtenir la vitesse et l'accélération désirésst on
calcule les positions, vitesses et accélératioimsuéaires :

i) a partir du modele géométrique inverse (M@dbur les positions articulaires :
qd = MGI (X9 [155]

i) a partir du modéle cinématique inverse danslestions régulieres :

qd = J(qd)* xd [156]
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Dans les positions singuliéres ou pour les robedsmdants, on remplade! par une inverse généralisée telle
que la pseudo inverse ;

i) & partir du modéle cinématique inverse du déme ordre:

gd = JH(Xd-J g9 [157]
avec .

. . d

J(q4 g% = g;3(a%) [158]
X = f(q) [

Xy._
xd 4+ €
Kp ‘
+ q
a7 Lb Robot

+ q

X=Jq

Figure 19.Schéma d’'une commande PID dans I'espace opératigin

3.4. Commande par découplage non linéaire
3.4.1. Introduction

Lorsque l'application exige des évolutions rapides robot et une grande précision dynamique, il est
nécessaire de concevoir un systéme de commandeqgghsstiqué qui prenne en compte tout ou partefalees
d'interaction dynamiques. L'utilisation de la comeh@ par découplage non linéaire constitue une bonne
approche en ce sens [Khalil 78], [Zabala 78], [ReilF8], [Khatib 80], [Luh 80], [Freund 82], [BejgB5]... Ce
type de commande est aussi connu sous le nazordenande dynamiqueu "couple calculé'computed torque
dans la littérature anglo-saxonne) parce qu'if@stié sur I'utilisation du modéle dynamique. Thgoeiment, il
assure le découplage et la linéarisation des émsatiu modele, ayant pour effet une réponse unéajoelle
que soit la configuration du robot.

La mise en ceuvre de cette méthode exige le calcuhatdéle dynamique en ligne et la connaissance des
valeurs numériques des paramétres inertiels etaterhents, ce qui ne constitue plus maintenant liaméee
rédhibitoire. Le probléme du calcul en ligne eseéfat résolu pratiquement grace aux méthodes diélisation
et grace aux évolutions technologiques en microrimétique. Le développement des techniques d'fiteiton
permet une bonne évaluation des parameétres dynasiiqu

La commande par découplage non linéaire consisenaformer par retour d'état le probléeme de condman
d'un systeme non linéaire en un probléme de comendhuh systeme linéaire. Dans le cas général,delgme
de linéarisation par retour d'état d'un systemeliméaire n'est pas facile a résoudre. Cependans t& cas des
robots-manipulateurs rigides, I'élaboration d'umede commande qui linéarise et découple les émpumtest
simplifiée par le fait que le nombre d'actionneass égal au nombre de variables articulaires etlejmeodéele
dont on dispose est un modeéle inverse qui exprenéréel” du systéme en fonction du vecteur d'étatjf et de
§ . Ces propriétés font que les équations du roBfihidsent unsysteme plationt lessorties platessont les
variables articulaireg [Fliess 95]. Etant donné que la loi de commandis@itseulement les variables d'éfest
g, on qualifie cette loi, qui est équivalente a spenmande plate, de commande par découplage stafquns
ce qui suit, on développe cette méthode, tout dhblans I'espace articulaire, puis dans I'espaéeatipnnel.



Bases de la modélisation et de la commande dessratmmipulateurs de type série 41

3.4.2. Commande dans l'espace articulaire

3.4.2.1. Principe de la commande

SoitA et les estimations respectives Aeet H. On suppose que les positions et vitesses aiitieslaont
mesurables et que les mesures ne sont pas brutédant de I'équation [139], si I'on choisit urenmande
I telle que [Khalil 79] :

r =A@ w® +H(, 9 [159]

alors, dans le cas idéal ou le modeéle est suppéditple systeme est régi par I'équation :

= w(t) [160]

w(t) peut étre considéré comme un nouveau vecteur denande. On se raméne donc a un probléme de
commande de n systémes linéaires, invariants, @gé&ow®et du second ordre (doubles intégrateurskieRits
choix peuvent étre envisagés powft). Nous étudierons notamment, le cas ol le moewendésiré est
complétement spécifié et le cas ou seulement ldigo$inale est donnée.

3.4.2.2. Cas ol le mouvement est completement spécifié

On désigne respectivement pard(t), ¢ 9d(t) et qd(t) I'accélération, la vitesse et la position désiréass
I'espace articulaire. Si I'on calculdt) selon la relation suivartte

w(t) = §9+Kq(a9-9) +Kp(@d-0) [161]
oUKp etKq sont des matrices diagonales définies positivedirdension (nxn) alors, d'apres I'équation [168], |

réponse du systéme en boucle fermée est décritégaation linéaire découplée suivante :

& +Kge +Kpe =0 [162]
ote=qd-q.

La solution de I'equation de I'erreg(t) est globalement exponentiellement stable. Laasgk,; etKgj sont
choisis pour imposer a l'erreur de I'axe j la dyme désirée d'amortissemetet de pulsationy quelle que
soit la configuration du robot :

Kpj = @2
163
{de =28 g 163

En général, on choisit un amortissement égal aut aeoir une réponse sans dépassement. Le schéma-bl
de cette loi de commande est représenté sur leef@ll Le signal de commande aux actionneurs cdmprais
parties : la premiére compense les couples et godee Coriolis, centrifuges, de gravité et de fmttet Ia
deuxiéme est une correction de position et desstésgains variables representee respectlvemeAt ngletA
K qtandis que la troisiéme constitue une anticipaties forces d'accélération deswéeqd

Lorsqu'il y a des erreurs de modélisation, I'équete la boucle fermée correspondant a la commdede
figure 20 est obtenue en utilisant les relatiors9] %t [139] :

A@d+Kge+Kpe +H =AgG+H [164]

et on en déduit que :

40n peut envisager également l'ajout d'un terrdégial sumw(t).
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&+KgerKpe = AT[(A-A)G+H —A]

On remarque avec la relation [165] que les errdarmodélisation constituent une excitation powuigion
de l'erreur. Il en résulte que lorsque ces errsons importantes, il faut augmenter d'autant léssgde position
et de vitesse, mais ces valeurs sont limitéesgatabilité du systéme. Pour une étude détaillda debustesse
et de la stabilité de cette loi de commande, leelecpourra consulter/\l'ouvrage de Samsbal [Samson 87].
Pour que le systeme soit stable, on montre encpeti que la matricd doit étre définie positive. On montre

aussi que les erreueseté diminuent lorsque les gains augmentent.
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Figure 20.Loi de commande pour un mouvement complétemerifi&épéc

3.4.2.3. Cas ou seule la position finale est spécifiée

Dans ce cas, le but & atteindre est la posifotun choix possible pous(t) est de prendre (figure 21) :

w(t) = Kp(q9-q)—Kgq
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Figure 21.Découplage non linéaire ou seule la position finede spécifiée

A partir des équations [159] et [164], si la mosiiion est parfaite et pour des erreurs initialdes, on
déduit I'équation de la boucle fermée du systéme :

g +Kgq +Kpq = qud
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qui est une équation linéaire découplée du deuxieordre dont la solutionq(t) est globalement
exponentiellement stable. Les gaiisetK 4 sont choisis pour imposer la dynamique désirgg)a

3.4.2.4. Commande dynamique prédictive

Un autre schema de commande peut étre établileantiune commande dynamique prédictive dans leque
le calcul deA et defl se fait, non pas en fonction des valeurs couratgeset de ¢, mais plutdt en fonction
des variables du mouvement désjféet g 9 [Khalil 78]. Dans ce cas, la loi de commande a pour expression :

r =A@ wo+A @ g9 [168]
le vecteur de commanaet) étant donné par I'équation [161].

Si le suivi est correct, on peut supposer @) = A(q9) et queA(q, 4) = A(qd, g9 . En l'absence
d'erreurs de modélisation et pour des erreursleginulles, la loi de commande [168] Imeansdeaiouple les
equatlons du systéme comme dans le cas précédmrantage essentiel de cette loi est que le chAqu) et
H(qd 49 n'est pas contaminé par les bruits de mesure.

3.4.2.5. Calcul pratique des lois de commande par décamlzon linéaire

Les lois de commande représentées par les reldfis03 et [168] peuvent étre calculées par I'akipone de
calcul du modéle dynamique inverse de Newton-E(flet.4.2.) sans nécessiter la connaissance egplieis
matricesA et H. On rappelle que cet algorithme fournit les vadedes couples moteurs en fonction des
positions, vitesses et accélérations articulaEescomparant les relations [139] et [159], on cohgle :

—le calcul des lois de commande qui corresponddigigaation [159] (figures 20 et 21) peut étre g&@lpar
l'algorithme de Newton-Euler en utilisant commeuangnts d'entrée :
- la position articulaire égale a la position art&iré courante ;
- la vitesse articulaire égale a la vitesse articelleouranteq ;
- 'accélération articulaire égalendt) ;
—le calcul de la loi de commande prédictive de kdgqun [168] peut étre réalisé en choisissant comme
arguments :
- la position articulaire égale & la position artidre désirée ;
- la vitesse articulaire égale a la vitesse articaldésiréeqd ;
- 'accélération articulaire égalengt).

Le colt en calcul de la commande par découplagdinéaire dans I'espace articulaire est donc quedim
égal au nombre d'opérations nécessaires pourréaltiodéle dynamique. Ainsi, pour réaliser cettemmande,
on doit essentiellement disposer d'un algorithmeadeul du modéle dynamique performant, problemesicigéré
comme résolu. On commence a trouver sur certair@es bde commande de robots industriels une
implémentation partielle de la commande par déaggphon linéaire.

3.4.3. Commande par découplage non linéaire dans I'espapérationnel

Le comportement dynamique du robot dans I'espaéeatipnnel est décrit par I'équation suivante, miéeen
exprimant dans la relation [139] en fonction deX en utilisant le modéle cinématique du deuxiemeeord

r=AJYX -3g)+H [169]

Comme il a été fait dans I'espace articulaire,lande commande qui linéarise et découple les éopumtlans
I'espace opérationnel est donnée par :

r=AJiwt-Jg)+A [170]

Avec cette loi et en supposant un modele parfaysteme est régi par I'équation du double intégralans

I'espace opérationnel :

X = w(t) [171]
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Comme pour la commande dans I'espace articulairpeat proposer plusieurs schémas [Chevallerealy 88b
On détaille ici le cas d'une correction PD lorstusmouvement est complétement spécifié. On poss alo

w(t) = X9+ Kg(X =X ) +Kp (X9=X) [172]

Avec cette loi, dans I'nypothése d'une modélisaparfaite et d'erreurs initiales nulles, le comeowent du
robot est décrit par I'équation :

Ex+tKgex+Kpeg =0 [173]
avec .
g = Xd-X [174]

Le schéma-bloc correspondant est représenté sigute 22. La valeur d€ est calculée par l'algorithme de
Newton-Euler en choisissant comme arguments dentré

— la position articulaire égale a la position artigte courante ;
— la vitesse articulaire égale a la vitesse articaellepuranteq ;
— l'accélération articulaire égale)d(w(t) —J q ).

X=Jq

Aq)

Igorithm

ewtor-Euler

Figure 22.Commande par découplage non linéaire déespace opérationnel

REMARQUE.- Lorsque le robot est redondant, on rewgldans la relation [170] la matri¢@ par une inverse
généralisée. On montre que, dans les configuratiégglieres, le robot est aussi régi par I'équafiof8]. Le
terme d'optimisation associé a l'inverse génémlikst étre convenablement choisi afin d'évitemhesivements
articulaires dans le noyau dg¢Hsu 88], [Ait Mohamed 95], [de Luca 91].

4. Conclusion

Comme indiqué en introduction, les outils méthodmaes présentés dans ce document constituenases b
pour la modélisation, la génération de mouvemetd ebmmande des robots-manipulateurs de type, $&ses
nécessaires avant d'aborder I'étude des cinématmugs complexes, notamment a chaines ferméesrallgbes.
Les nombreuses références qui accompagnent le piexteettront a I'étudiant d'approfondir ses coraaaises
sur ces sujets. Elles reflétent le foisonnement@esux et des approches depuis presque 40 ansigpermis a
la Robotique de devenir une discipline a part emt@&vec de nombreuses applications qui, mémees slbnt
pas encore atteint le déploiement que l'on attér@diépoque, sont trés prometteuses dans de nambre
domaines.
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